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1.2 Cực trị của hàm số

1.2.1 Kiến thức

Định nghĩa 1.2. Hàm số 𝑓(𝑥) xác định trên D ⊂ R và 𝑥0 ∈ D

∙ Số 𝑥0 được gọi là điểm cực đại của hàm số nếu tồn tại khoảng (𝑎; 𝑏) chứa 𝑥0 và (𝑎; 𝑏) ⊂ D
mà

𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0), ∀𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏) ∖ {𝑥0}

∙ Số 𝑥0 được gọi là điểm cực tiểu của hàm số nếu tồn tại khoảng (𝑎; 𝑏) chứa 𝑥0 và (𝑎; 𝑏) ⊂ D
mà

𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0), ∀𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏) ∖ {𝑥0}

Định lí 1.3. Điều kiện cần.1 Hàm số 𝑓(𝑥) đạt cực trị tại 𝑥0 =⇒ 𝑓 ′(𝑥0) = 0.

Định lí 1.4. Điều kiện đủ.

∙ 𝑓 ′(𝑥) đổi dấu từ âm sang dương khi 𝑥 đi qua 𝑥0 thì hàm số đạt cực tiểu tại 𝑥0.

∙ 𝑓 ′(𝑥) đổi dấu từ dương sang âm khi 𝑥 đi qua 𝑥0 thì hàm số đạt cực đại tại 𝑥0.

Định lí 1.5. Hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) có đạo hàm cấp một trên (𝑎; 𝑏) chứa 𝑥0 mà 𝑓 ′(𝑥0) = 0 và

𝑦 = 𝑓(𝑥) có đạo hàm cấp hai khác không tại 𝑥0, khi đó:

∙ Nếu 𝑓 ′′(𝑥0) < 0 thì hàm số đạt cực đại tại 𝑥0.

∙ Nếu 𝑓 ′′(𝑥0) > 0 thì hàm số đạt cực tiểu tại 𝑥0.

Chú ý, định lí này chỉ áp dụng khi biết chắc đạo hàm cấp hai khác không! Nếu chưa biết

chắc thì ta phải xét thêm trường hợp đạo hàm cấp hai bằng không2!

1.2.2 Các dạng toán và bài tập mẫu

Dạng 1. Tìm cực trị của hàm số

∙ Đối với những hàm có thể xét dấu được đạo hàm, ta hay sử dụng cách lập bảng biến

thiên.

∙ Đối với những hàm khó xét dấu đạo hàm, ta hay sử dụng đến đạo hàm cấp hai.

Ví dụ 1.56. Tìm cực trị của hàm số 𝑦 = 𝑥3 + 1001

1Xem ví dụ 1.56 ở trang 34
2Xem thêm ví dụ 1.57
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1.2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 35

Hướng dẫn. Tập xác định D = R.
Ta có 𝑦′ = 3𝑥2 ≥ 0 nên hàm số đã cho luôn đồng biến trên R. Do đó, hàm số đã cho không có

cực trị. Mặc dù phương trình 𝑦′ = 0 vẫn có nghiệm 𝑥 = 0 nhưng ta xem bảng biến thiên sau

để rõ thêm!

𝑥 −∞ 0 +∞

𝑦′(𝑥) + +

𝑦

−∞ %
1001 %

+∞

Ví dụ 1.57. Tìm cực trị của hàm số 𝑦 = (𝑥− 1)6 + 2016

Hướng dẫn. Tập xác định D = R.
Ta có 𝑦′ = 6(𝑥− 1)5 nên 𝑦′ = 0 ⇔ 𝑥 = 1. Vì 𝑦′′(1) = 0 nên ta không sử dụng được định lí 1.5,

bắt buộc phải lập bảng biến thiên:

𝑥 −∞ 1 +∞

𝑦′(𝑥) − 0 +

𝑦
+∞

& 2016 %
+∞

Căn cứ vào bảng biến thiên ta có, hàm số đạt cực tiểu tại 𝑥 = 1, giá trị cực tiểu là 𝑦CT =

2016

Chú ý rằng, tùy vào việc xét dấu đạo hàm có đơn giản hay không mà ta sử dụng cách nào. Cụ

thể, hãy xem xét ba ví dụ sau:

Ví dụ 1.58. Tìm các điểm cực trị của hàm số sau:

1. 𝑦 = 2𝑥3 − 9𝑥2 + 12𝑥 + 3

2. 𝑦 = 3𝑥4 − 4𝑥3 − 24𝑥2 + 48𝑥− 3

3. 𝑦 = 𝑥− 3 +
9

𝑥− 2

Hướng dẫn.

1. Hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = 1, đạt cực tiểu tại 𝑥 = 2

2. Hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = 1, đạt cực tiểu tại 𝑥 = ±2

3. Hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = −1, đạt cực tiểu tại 𝑥 = 5

Ví dụ 1.59. Tìm giá trị cực trị của hàm số:
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1. 𝑦 =
𝑥2 + 8𝑥− 24

𝑥2 − 4
2. 𝑦 = 𝑥

√
3 − 𝑥

Hướng dẫn.

1. Giá trị cực đại là 𝑦CĐ = 𝑓(4) = 2, giá trị cực tiểu là 𝑦CT = 𝑓(1) = 5

2. Giá trị cực đại là 𝑦CĐ = 𝑓(2) = 2, đồ thị hàm số không có cực tiểu.

Ví dụ 1.60. Tìm điểm cực đại, cực tiểu của các hàm số sau:

1. 𝑦 = 𝑥− 2 sin𝑥 2. 𝑦 = 𝑥− 2cos2𝑥.

Hướng dẫn.

1. Hàm số đạt cực đại tại 𝑥 =
5𝜋

3
+ 𝑘2𝜋, đạt cực tiểu tại 𝑥 =

𝜋

3
+ 𝑘2𝜋.

2. Hàm số đạt cực đại tại 𝑥 =
𝜋

12
+ 𝑘2𝜋, đạt cực tiểu tại 𝑥 =

5𝜋

3
+ 𝑘2𝜋.

LUYỆN TẬP

Bài 1.52. Tìm cực đại, cực tiểu của các hàm số sau:

1. 𝑦 = 2𝑥3 − 3𝑥2 + 1

2. 𝑦 = 2𝑥5 + 3𝑥− 8

3. 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑥2

4. 𝑦 =
𝑥− 3

2 − 3𝑥

5. 𝑦 =
𝑥2

𝑥 + 1

6. 𝑦 =
√

1 − 𝑥2

7. 𝑦 =
√
𝑥2 − 1

8. 𝑦 =
𝑥2 + 𝑥− 1

𝑥2 − 1

9. 𝑦 = |−2𝑥2 + 3𝑥 + 5|

10. 𝑦 = 𝑥− 2 sin𝑥

Đáp số. 1. CĐ (0; 1); CT (1; 0)

2. Không có CĐ; CT

3. CĐ (0; 0); CT1 (−1;−1) ; CT2 (1;−1)

4. Không có CĐ; CT

5. CĐ(−2;−4) ; CT(0; 0)

6. CT(0; 1)
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7. Không có CĐ; CT

8. CĐ
(︁

2 −
√

3;−
√
3
2

)︁
; CT

(︁
−2 −

√
3;

√
3
2

)︁
9. CĐ

(︀
3
4
; 49

8

)︀
; CT1 (−1; 0) ; CT2

(︀
5
2
; 0
)︀

10. CĐ
(︀
−𝜋

3
+ 𝑘2𝜋;−𝜋

3
+
√

3 + 𝑘2𝜋
)︀
;

CT
(︀
𝜋
3

+ 𝑘2𝜋; 𝜋
3
−

√
3 + 𝑘2𝜋

)︀
Dạng 2. Tìm điều kiện đạt cực trị tại điểm cho trước

Tìm điều kiện để hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥,𝑚) đạt cực trị tại 𝑥 = 𝑥0 cho trước, thường ta có hai cách:

∙ Cách 1. Sử dụng điều kiện cần và đủ:

+ Điều kiện cần: Giả sử hàm số đạt cực trị tại 𝑥 = 𝑥0 thì suy ra 𝑓 ′(𝑥0) = 0 từ đó

tìm được 𝑚.

+ Điều kiện đủ: Với 𝑚 vừa tìm được, thử lại để kết luận.

∙ Cách 2. Ta xét hai trường hợp:

+ Khi 𝑓 ′′(𝑥0) = 0 tìm được 𝑚 và kiểm tra xem có thỏa mãn không.

+ Khi 𝑓 ′′(𝑥0) ̸= 0 thì sử dụng định lí 1.5 ở trang 34.

Ví dụ 1.61. Cho hàm số: 𝑦 = 1
3
𝑥3 −𝑚𝑥2 + (𝑚2 −𝑚 + 1)𝑥 + 1. Xác định 𝑚 để hàm số đạt

cực đại tại điểm 𝑥 = 1.

Hướng dẫn. [Chữa cả hai cách] Ta có 𝑦′ = 𝑥2 − 2𝑚𝑥 + 𝑚2 −𝑚 + 1, 𝑦′′ = 2𝑥− 2𝑚.

∙ Cách 1.

+ Điều kiện cần: Giả sử hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = 1. Suy ra 𝑓 ′(1) = 0 ⇔ 𝑚 =

1,𝑚 = 2.

+ Điều kiện đủ:

* Với 𝑚 = 1 hàm số đã cho trở thành 𝑦 = 1
3
𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 + 1. Ta có bảng biến

thiên sau:

𝑥 −∞ 1 +∞

𝑦′(𝑥) + +

𝑦

−∞ %
4
3

%
+∞

Căn cứ vào bảng biến thiên ta thấy hàm số không đạt cực đại tại 𝑥 = 1. Do

đó, 𝑚 = 1 không thỏa mãn yêu cầu.
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* Với 𝑚 = 2 hàm số đã cho trở thành 𝑦 = 1
3
𝑥3 − 2𝑥2 + 3𝑥 + 1. Ta có bảng biến

thiên:

𝑥 −∞ 1 3 +∞

𝑦′(𝑥) + 0 − 0 +

𝑦 −∞ %
7
3

& 1 %
+∞

Ta thấy, khi 𝑚 = 2 thì hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = 1.

∙ Cách 2. Ta xét hai trường hợp:

+ TH1. Khi 𝑦′′(1) = 0 ⇔ 𝑚 = 1 thì hàm số trở thành 𝑦 = 1
3
𝑥3−𝑥2 +𝑥+ 1. Lập bảng

biến thiên như cách 1 và khẳng định 𝑚 = 1 không thỏa mãn yêu cầu.

+ TH2. Khi 𝑦′′(1) ̸= 0 ⇔ 𝑚 ̸= 1 thì hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = 1 khi và chỉ khi⎧⎨⎩𝑦′(1) = 0

𝑦′′(1) < 0
⇔ 𝑚 = 2

Kết hợp hai trường hợp được đáp số 𝑚 = 2.

Vậy với 𝑚 = 2 thì hàm số đã cho đạt cực đại tại 𝑥 = 1.

Ví dụ 1.62. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑚𝑥2+𝑥+𝑚
𝑥−1

đạt cực đại tại 𝑥 = 2.

Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ = 𝑚𝑥2−2𝑚𝑥−1−𝑚
(𝑥−1)2

∙ Điều kiện cần: Giả sử hàm số đạt cực đại tại 𝑥 = 2. Suy ra 𝑦′(2) = 0 ⇔ 𝑚 = −1.

∙ Điều kiện đủ: Khi 𝑚 = −1 hàm số đã cho trở thành 𝑦 = −𝑥2+𝑥−1
𝑥−1

. Ta có bảng biến thiên:

𝑥 −∞ 0 1 2 +∞

𝑦′(𝑥) − 0 + + 0 −

𝑦
+∞

& 1 %
+∞

−∞ %
−3

& −∞

Vậy với 𝑚 = −1 thì hàm số đã cho đạt cực đại tại 𝑥 = 2.

Ví dụ 1.63. Tìm 𝑚 để đồ thị hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2(𝑚 + 1)𝑥2 + 2𝑚 + 1

1. Đạt cực trị tại 𝑥 = 1.

2. Đạt cực tiểu tại 𝑥 = 0

Hướng dẫn. 1. 𝑚 = 0
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2. Sử dụng cách 2. Đáp số 𝑚 ≤ −1.

LUYỆN TẬP

Bài 1.53. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑚𝑥2 + (𝑚2 − 1)𝑥 + 2 đạt cực tiểu tại 𝑥 = 2.

Đáp số. 𝑚 = 1

Bài 1.54. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 1
3
𝑥3 + (𝑚2 −𝑚 + 2)𝑥2 + (3𝑚2 + 1)𝑥 + 𝑚 − 5 đạt cực tiểu

tại 𝑥 = −2.

Đáp số. 𝑚 = 3

Bài 1.55. Tìm 𝑎 và 𝑏 để hàm số 𝑓(𝑥) =
2𝑥2 − 𝑎𝑥 + 5

𝑥2 + 𝑏
đạt cực đại bằng 6 khi 𝑥 = 1

2

Đáp số. 𝑎 = −4; 𝑏 = 1

Dạng 3. Tìm điều kiện để hàm số có cực trị

∙ Sử dụng điều kiện có nghiệm của phương trình bậc hai.

∙ Hàm số bậc ba có đạo hàm là một tam thức bậc hai nên:

+ có cực trị ⇔ có cực đại ⇔ có cực tiểu ⇔ có cả cực đại và cực tiểu ⇔ có hai cực

trị ⇔ phương trình 𝑦′ = 0 có hai nghiệm phân biệt ⇔ ∆ > 0.

+ không có cực trị ⇔ phương trình 𝑦′ = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm kép ⇔ ∆ ≤ 0.

∙ Hàm số bậc bốn luôn luôn có cực trị:

+ có ba cực trị ⇔ có cả cực đại và cực tiểu ⇔ phương trình 𝑦′ = 0 có ba nghiệm

phân biệt.

+ có một cực trị ⇔ phương trình 𝑦′ = 0 có đúng một nghiệm.

Ví dụ 1.64. Tìm điều kiện để hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑚𝑥 + 𝑚− 1 có cực trị?

Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ = 3𝑥2 − 6𝑥 + 𝑚 nên

𝑦′ = 0 ⇔ 3𝑥2 − 6𝑥 + 𝑚 = 0 (1.22)

Hàm số có cực trị khi và chỉ khi phương trình (1.22) có hai nghiệm phân biệt

⇔ ∆′ = 9 − 3𝑚 > 0 ⇔ 𝑚 < 3

Vậy với 𝑚 < 3 thì hàm số luôn có cực đại và cực tiểu.

Ví dụ 1.65. Tìm điều kiện để hàm số 𝑦 =
𝑥2 + 2𝑚𝑥 + 1

𝑥− 1
có cực trị?
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Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ =
𝑥2 − 2𝑥− 2𝑚− 1

(𝑥− 1)2
nên

𝑦′ = 0 ⇔ 𝑥2 − 2𝑥− 2𝑚− 1

(𝑥− 1)2
= 0 ⇔

⎧⎨⎩𝑥 ̸= 1

𝑥2 − 2𝑥− 2𝑚− 1 = 0 (*)

Đặt 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥− 2𝑚− 1. Hàm số đã cho có cực trị khi và chỉ khi phương trình (*) có hai

nghiệm phân biệt khác 1

⇔

{︃
∆′ > 0

𝑔(1) ̸= 0
⇔

{︃
2𝑚 + 2 > 0

−2𝑚− 2 ̸= 0
⇔

{︃
𝑚 > −1

𝑚 ̸= −1
⇔ 𝑚 > −1

Vậy với 𝑚 > −1 thì hàm số có cực đại và cực tiểu.

Ví dụ 1.66. Tìm m để hàm số 𝑦 =
𝑚𝑥2 + (2 −𝑚2)𝑥− 2𝑚− 1

𝑥−𝑚
có cực đại, cực tiểu

Hướng dẫn. Đáp số: 𝑚 < 0

Ví dụ 1.67. Tìm điều kiện để hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2(𝑚 + 1)𝑥2 −𝑚 có cực đại, cực tiểu?

Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ = 4𝑥3 − 4(𝑚 + 1)𝑥 = 4𝑥(𝑥2 −𝑚− 1) nên

𝑦′ = 0 ⇔ 4𝑥(𝑥2 −𝑚− 1) = 0 ⇔

[︃
𝑥 = 0

𝑥2 = 𝑚 + 1 (*)

Do đó, hàm số có cực đại và cực tiểu khi và chỉ khi phương trình (*) có hai nghiệm phân biệt

khác 0

⇔ 𝑚 + 1 > 0 ⇔ 𝑚 > −1

Vậy với 𝑚 < −1 thì hàm số luôn có cực đại và cực tiểu.

Ví dụ 1.68. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑥4 + (3 + 𝑚)𝑥3 + 2(1 + 𝑚)𝑥2 có cực trị?

Ví dụ 1.69. [B2002] Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑚𝑥4 + (𝑚2 − 9)𝑥2 + 10 có ba điểm cực trị?

Hướng dẫn. 𝑚 < −3 hoặc 0 < 𝑚 < 3

LUYỆN TẬP

Bài 1.56. Tìm 𝑚 để hàm số sau có cực trị:

1. 𝑦 = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1.

2. 𝑦 = 1
3
(𝑚 + 3)𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑚𝑥 + 𝑚.

3. 𝑦 = 𝑥3 − 3(𝑚− 1)𝑥2 + (2𝑚3 − 3𝑚 + 2)𝑥 + 1

Bài 1.57. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑚𝑥 + 3𝑚 + 4:
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1. Không có cực trị.

2. Có cực đại và cực tiểu.

Đáp số. 1. 𝑚 ≥ 1 2. 𝑚 < 1.

Bài 1.58. Chứng minh hàm số 𝑦 = 1
3
𝑥3 −𝑚𝑥2 − (2𝑚 + 3)𝑥 + 9 luôn có cực trị với mọi giá

trị của tham số 𝑚.

Bài 1.59. Cho hàm số: 𝑦 = 2𝑥3 + 3(𝑚− 1)𝑥2 + 6(𝑚− 2)𝑥− 1

1. Tìm 𝑚 để hàm số có cực đại, cực tiểu.

2. Khi đó, hãy viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị

hàm số.

Đáp số. 𝑚 ̸= 3; ∆ : 𝑦 = −(𝑚− 3)2𝑥− (𝑚2 − 3𝑚 + 3)

Bài 1.60. Cho hàm số: 𝑦 = 𝑥3 + 𝑚𝑥2 + 7𝑥 + 3. Tìm 𝑚 để đường thẳng đi qua hai điểm cực

đại, cực tiểu của đồ thị hàm số vuông góc với đường thẳng 𝑑 : 𝑦 = 3𝑥− 7

Đáp số. 𝑚 = ±3
√
10
2

Bài 1.61. [A2002] Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số

𝑦 = −𝑥3 + 3𝑚𝑥2 + 3(1 −𝑚2)𝑥 + 𝑚3 −𝑚

Đáp số. 𝑦 = 2𝑥−𝑚2 + 𝑚

Bài 1.62. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑥4 + (𝑚 + 1)𝑥2 + 1 có cực đại và cực tiểu?

Đáp số. 𝑚 < −1

Bài 1.63. Chứng minh rằng hàm số 𝑦 = 𝑥4 + 𝑚𝑥3 + 𝑚𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1 không thể đồng thời có

cả cực đại và cực tiểu.

Hướng dẫn. Chỉ ra hàm số chỉ có đúng một cực trị.

Bài 1.64. Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑚𝑥4 + (𝑚− 1)𝑥2 + 1 − 2𝑚 có đúng một cực trị?

Hướng dẫn. Xét hai trường hợp: 𝑚 = 0 và 𝑚 ̸= 0.

Đáp số. 𝑚 ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞)
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Dạng 4. Cực trị thỏa mãn điều kiện cho trước

Luôn luôn tìm điều kiện để hàm số có cực trị trước, sau đó đối với:

∙ Cực trị hàm bậc ba: Gọi nghiệm của phương trình 𝑦′ = 0 là 𝑥1, 𝑥2 và sử dụng Viét.

∙ Cực trị hàm bậc bốn trùng phương: Tìm nghiệm cụ thể của phương trình 𝑦′ = 0.

Lưu ý, ba điểm cực trị của đồ thị hàm số bậc bốn trùng phương luôn tạo thành một tam

giác cân.

Ví dụ 1.70. [CĐ2009] Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑥3 − (2𝑚− 1)𝑥2 + (2−𝑚)𝑥+ 2 có cực đại, cực

tiểu và các điểm cực đại, cực tiểu có hoành độ dương?

Hướng dẫn. Tập xác định D = R.
Có 𝑦′ = 3𝑥2 − 2(2𝑚− 1)𝑥 + (2 −𝑚) nên phương trình 𝑦′ = 0 tương đương với

3𝑥2 − 2(2𝑚− 1)𝑥 + (2 −𝑚) (1.23)

Hàm số đã cho có cực đại, cực tiểu và các điểm cực đại, cực tiểu có hoành độ dương ⇔ phương

trình (1.23) có hai nghiệm dương phân biệt

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∆′ > 0

𝑆 > 0

𝑃 > 0

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(2𝑚− 1)2 − 3(2 −𝑚) > 0

2𝑚− 1 > 0

2 −𝑚 > 0

⇔ 5

4
< 𝑚 < 2

Vậy đáp số cần tìm là 5
4
< 𝑚 < 2.

Ví dụ 1.71. [D2012] Tìm 𝑚 để hàm số 𝑦 = 2
3
𝑥3 −𝑚𝑥2 − 2 (3𝑚2 − 1)𝑥 + 2

3
có hai điểm cực

trị 𝑥1, 𝑥2 thỏa mãn 𝑥1𝑥2 + 2(𝑥1 + 𝑥2) = 1

Hướng dẫn. Có 𝑦′ = 2𝑥2 − 2𝑚𝑥− 2(3𝑚2 − 1) nên phương trình 𝑦′ = 0 tương đương với

2𝑥2 − 2𝑚𝑥− 2(3𝑚2 − 1) (1.24)

Hàm số đã cho có hai điểm cực trị ⇔ phương trình (1.24) có hai nghiệm phân biệt

⇔ ∆′ > 0 ⇔ 𝑚 ∈ (−∞,− 2√
13

) ∪ (
2√
13

,+∞)

Khi đó, 𝑥1, 𝑥2 là nghiệm của phương trình (1.24) và theo Viét ta có 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑚 và 𝑥1𝑥2 =

1 − 3𝑚2 Do đó, yêu cầu của đề bài 𝑥1𝑥2 + 2(𝑥1 + 𝑥2) = 1 tương đương với

1 − 3𝑚2 + 2𝑚 = 1 ⇔ 𝑚 =
2

3
hoặc 𝑚 = 0

Kết hợp điều kiện được đáp số 𝑚 = 2
3
.
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Ví dụ 1.72. Chứng minh rằng với mọi 𝑚 ̸= 0 thì đồ thị hàm số 𝑦 = 𝑚𝑥3 − 3𝑚𝑥2 + 3 (𝑚− 1)

luôn có hai điểm cực trị. Giả sử hai điểm cực trị này là 𝐴,𝐵. Tìm 𝑚 để 2𝐴𝐵2−(𝑂𝐴2+𝑂𝐵2) =

20 với 𝑂 là gốc tọa độ.

Hướng dẫn. Chỉ ra 𝐴(0, 3𝑚− 3) và 𝐵(2,−𝑚− 3) và tìm được 𝑚 = 1,𝑚 = −17
11
.

Ví dụ 1.73. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑚2𝑥2 + 1. Xác định 𝑚 để hàm số có 3 điểm cực trị là 3

đỉnh của tam giác vuông cân.

Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ = 4𝑥3 − 4𝑚2𝑥 = 4𝑥(𝑥2 −𝑚2) nên

𝑦′ = 0 ⇔

[︃
𝑥 = 0

𝑥2 −𝑚2 = 0 (*)

Hàm số có ba điểm cực trị ⇔ Phương trình (*) có hai nghiệm phân biệt khác 0 ⇔ 𝑚 ̸= 0

Khi đó, ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là

𝐴(0; 1), 𝐵(𝑚;−𝑚4 + 1), 𝐶(−𝑚;−𝑚4 + 1)

Ta có

−→
𝐴𝐵 = (𝑚;−𝑚4) ⇒ 𝐴𝐵 =

√
𝑚2 + 𝑚8

−→
𝐴𝐶 = (−𝑚;−𝑚4) ⇒ 𝐴𝐶 =

√
𝑚2 + 𝑚8

Vì ∆𝐴𝐵𝐶 cân tại 𝐴 nên 3 điểm cực trị của đồ thị tạo thành một tam giác vuông cân khi và

chỉ khi

−→
𝐴𝐵 ⊥

−→
𝐴𝐶 ⇔

−→
𝐴𝐵.

−→
𝐴𝐶 = 0 ⇔ −𝑚2 + 𝑚8 = 0 ⇔ 𝑚2(𝑚6 − 1) = 0 ⇔

[︃
𝑚 = 0

𝑚 = ±1

Đối chiếu với điều kiện, được đáp số 𝑚 = ±1.

Ví dụ 1.74. [A2012] Tìm 𝑚 để ba điểm cực trị của đồ thị hàm số

𝑦 = 𝑥4 − 2(𝑚 + 1)𝑥2 + 2𝑚 + 1

tạo thành ba đỉnh của một tam giác vuông.

Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ = 4𝑥3 − 4(𝑚 + 1)𝑥 = 4𝑥(𝑥2 −𝑚− 1). Do đó, đồ thị hàm số có ba điểm

cực trị ⇔ 𝑚 > −1. Khi đó, ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là

𝐴(0,𝑚2), 𝐵(
√
𝑚 + 1,−2𝑚− 1) và 𝐶(−

√
𝑚 + 1,−2𝑚− 1)

Suy ra
−→
𝐴𝐵 = (−

√
𝑚 + 1,−(𝑚 + 1)2),

−→
𝐴𝐶 = (

√
𝑚 + 1,−(𝑚 + 1)2). Nhận thấy tam giác 𝐴𝐵𝐶

cân tại 𝐴 nên tam giác 𝐴𝐵𝐶 vuông khi và chỉ khi

−→
𝐴𝐵.

−→
𝐴𝐶 = 0⃗ ⇔ (𝑚 + 1)4 − (𝑚 + 1) = 0 ⇔ 𝑚 = 0 hoặc 𝑚 = −1

Kết hợp điều kiện được đáp số 𝑚 = 0.
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Ví dụ 1.75. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑚𝑥2 + 2𝑚2 − 4,𝑚 là tham số thực. Xác định 𝑚 để hàm

số đã cho có 3 cực trị tạo thành một tam giác có diện tích bằng 1

Hướng dẫn. TXĐ: D = R.

Ta có 𝑦′ = 4𝑥3 − 4𝑚𝑥, nên 𝑦′ = 0 ⇔ 4𝑥3 − 4𝑚𝑥 = 0 ⇔

[︃
𝑥 = 0

𝑥2 = 𝑚

Suy ra hàm số có 3 cực trị ⇔ 𝑚 > 0

Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là

𝐴(0; 2𝑚2 − 4);𝐵(
√
𝑚;𝑚2 − 4);𝐶(−

√
𝑚;𝑚2 − 4).

Ta thấy 𝐵,𝐶 đối xứng qua 𝑂𝑦 và 𝐴 thuộc 𝑂𝑦 nên ∆𝐴𝐵𝐶 cân tại 𝐴. Do đó, gọi 𝐻 là trung

điểm 𝐵𝐶 thì 𝐴𝐻 ⊥ 𝐵𝐶 và có

𝑆Δ𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐻.𝐵𝐶 ⇔ 2 = |𝑦𝐵 − 𝑦𝐴| . |2𝑥𝐵| ⇔ 2 = 2𝑚2

√
𝑚 ⇔ 𝑚 = 1

Đối chiếu với điều kiện được 𝑚 = 1 là giá trị cần tìm.

Ví dụ 1.76. Tìm 𝑚 để ba điểm cực trị của đồ thị hàm số 𝑦 = 𝑥4 + 2𝑚𝑥2 −𝑚− 1 tạo thành

một tam giác có diện tích bằng 4
√

2

Hướng dẫn. Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi 𝑚 < 0. Khi đó, ba điểm cực trị là

𝐴(0;−𝑚− 1), 𝐵(
√
−𝑚;−𝑚2 −𝑚− 1), 𝐶(−

√
−𝑚;−𝑚2 −𝑚− 1)

Gọi 𝐼 là trung điểm 𝐵𝐶 thì

𝑆Δ𝐴𝐵𝐶 = 4
√

2 ⇔ 1

2
𝐼𝐴.𝐵𝐶 = 4

√
2 ⇔ 𝑚 = −2

So sánh điều kiện được đáp số 𝑚 = −2.

Ví dụ 1.77. Tìm các giá trị của 𝑚 để hàm số 𝑦 = 1
3
𝑥3− 1

2
𝑚𝑥2 + (𝑚2 − 3)𝑥 có cực đại 𝑥1, cực

tiểu 𝑥2 và 𝑥1, 𝑥2 là độ dài các cạnh góc vuông của một tam giác vuông có độ dài cạnh huyền

bằng
√︁

5
2
.

Hướng dẫn. Tập xác định D = R.
Có 𝑦′ = 𝑥2 −𝑚𝑥 + 𝑚2 − 3 nên 𝑦′ = 0 ⇔ 𝑥2 −𝑚𝑥 + 𝑚2 − 3 = 0

Vì 𝑦′ là một tam thức bậc hai nên hàm số có cực đại 𝑥1, cực tiểu 𝑥2 thỏa yêu cầu bài toán khi

và chỉ khi phương trình 𝑦′ = 0 có 2 nghiệm dương phân biệt

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∆ > 0

𝑆 > 0

𝑃 > 0

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4 −𝑚2 > 0

𝑚 > 0

𝑚2 − 3 > 0

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−2 < 𝑚 < 2

𝑚 > 0

𝑚 < −
√

3 ∨𝑚 >
√

3

⇔
√

3 < 𝑚 < 2

Khi đó áp dụng Viét ta được

𝑥2
1 + 𝑥2

2 =
5

2
⇔ 2(𝑥1 + 𝑥2)

2 − 4𝑥1𝑥2 = 5 ⇔ 2𝑚2 − 4(𝑚2 − 3) = 5 ⇔ 𝑚 = ±
√

14

2

Đối chiếu điều kiện ở trên ta có giá trị 𝑚 =
√
14
2

thỏa yêu cầu bài toán
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LUYỆN TẬP

Bài 1.65. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑚𝑥2 + 2 (1), 𝑚 là tham số thực. Tìm 𝑚 để đồ thị hàm số

(1) có hai điểm cực trị và đường thẳng đi qua hai điểm cực trị tạo với trục 𝑂𝑥 một góc 𝜙 mà

cos𝜙 = 1√
5

Hướng dẫn. Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị ⇔ 𝑚 ̸= 0. Khi đó hai điểm cực trị là

𝐴(0, 2), 𝐵(2𝑚,−4𝑚3 + 2). Véctơ chỉ phương của trục 𝑂𝑥 là �⃗�(1, 0), véctơ chỉ phương của

𝐴𝐵 là
−→
𝐴𝐵 = ...

Đáp số. 𝑚 = ±1.

Bài 1.66. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥3−3𝑥2 +𝑚𝑥+1 (1). Tìm 𝑚 để hàm số (1) có cực đại, cực tiểu và

đường thẳng đi qua hai điểm cực đại, cực tiểu song song với đường thẳng 𝑑 : 2𝑥 + 𝑦 − 6 = 0.

Hướng dẫn. Hàm số có cực đại, cực tiểu ⇔ 𝑚 < 3. Chia 𝑦 cho 𝑦′ được phương trình đường

thẳng đi qua hai điểm cực đại, cực tiểu là 𝑦 = (2𝑚
3
− 2)𝑥 + 𝑚

3
+ 1. Chú ý: 𝑎 = 𝑎′, 𝑏 ̸= 𝑏′.

Đáp số. 𝑚 = 0.

Bài 1.67. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥3 + 3𝑚𝑥2 − 4𝑚2 (1). Tìm tất cả các giá trị của 𝑚 để đồ thị hàm

số (1) có hai điểm cực trị 𝐴 và 𝐵 sao cho đường thẳng đi qua hai điểm cực trị 𝐴,𝐵 là tiếp

tuyến của đường tròn (𝐶) : (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 3)2 = 5
13
.

Hướng dẫn. Đồ thị hàm số (1) có hai điểm cực trị ⇔ 𝑚 ̸= 0. Khi đó tọa độ hai điểm cực

trị là 𝐴(−2𝑚, 4𝑚3 − 4𝑚2), 𝐵(0,−4𝑚2). Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị là

𝐴𝐵 : 2𝑚2𝑥 + 𝑦 + 4𝑚2 = 0. Đường thẳng 𝐴𝐵 tiếp xúc đường tròn (𝐶) là 𝑑(𝐼, 𝐴𝐵) = 𝑅.

Đáp số. 𝑚 = ±2,𝑚 = ±
√
14
4
.

Bài 1.68. Tìm 𝑚 để (𝐶𝑚) : 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑚𝑥2 + 4𝑚3 có các điểm cực đại, cực tiểu nằm về một

phía đối với đường thẳng 3𝑥− 2𝑦 + 8 = 0.

Hướng dẫn. Các điểm cực trị 𝐴(0, 4𝑚3), 𝐵(2𝑚, 0), (𝑚 ̸= 0).

Đáp số. 𝑚 ∈ (−4
3
, 1)

Bài 1.69. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑚𝑥2 + 4𝑚3 (1),𝑚 là tham số thực. Tìm 𝑚 để đồ thị hàm

số (1) có hai điểm cực trị 𝐴,𝐵 sao cho 𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 = 6.

Hướng dẫn. Ta có 𝑦′ = 3𝑥2 − 6𝑚𝑥 = 3𝑥(𝑥− 2𝑚). Hàm số có hai điểm cực trị ⇔ 𝑚 ̸= 0. Khi

đó hai giả sử hai điểm cực trị của đồ thị hàm số là 𝐴(0, 4𝑚3), 𝐵(2𝑚, 0).

Đáp số. 𝑚 = ±1.
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Bài 1.70. Cho hàm số 𝑦 = −𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑚(𝑚 + 2)𝑥 + 1 (1), với 𝑚 là tham số thực. Tìm 𝑚

để đồ thị hàm số (1) có hai điểm cực trị đối xứng nhau qua điểm 𝐼(1, 3).

Hướng dẫn. Có 𝑦′ = 0 ⇔ 𝑥 = −𝑚,𝑥 = 𝑚 + 2. Tọa độ hai điểm cực trị là 𝐴(−𝑚,−2𝑚3 −
3𝑚2 + 1), 𝐵(𝑚 + 2, 2𝑚3 + 9𝑚2 + 12𝑚 + 5)...

Đáp số. 𝑚 = 0,𝑚 = −2.

Bài 1.71. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 −𝑚𝑥 + 2 có đồ thị (𝐶𝑚). Tìm số thực 𝑚 để đồ thị hàm

số (𝐶𝑚) có hai điểm cực trị và đường thẳng đi qua hai điểm cực trị đó tạo với hai trục toạ độ

một tam giác cân.

Hướng dẫn. Hàm số có hai cực trị 𝑦′ = 0 có hai nghiệm phân biệt ∆ = 9+3𝑚 > 0 ⇔ 𝑚 > −3.

Ta có

𝑦 =
1

3
(𝑥− 1)𝑦′ − 2(

𝑚

3
+ 1)𝑥 + 2 − 𝑚

3
.

Đường thẳng ∆ đi qua hai điểm cực trị của đồ thị có phương trình 𝑦 = −2(𝑚
3

+ 1)𝑥 + 2 − 𝑚
3
.

Tìm được giao điểm của ∆ với các trục tọa độ. Tam giác 𝑂𝐴𝐵 cân 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 ⇔ 𝑚 = −3
2
.

Đáp số. 𝑚 = −3
2
.

Bài 1.72. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑚𝑥2 + 3(𝑚2 − 1)𝑥−𝑚3 + 𝑚 (1). Tìm 𝑚 để đồ thị hàm số

(1) có điểm cực đại, điểm cực tiểu và khoảng cách từ điểm cực tiểu của đồ thị hàm số đến gốc

toạ độ 𝑂 bằng ba lần khoảng cách từ điểm cực đại của đồ thị hàm số đến gốc toạ độ 𝑂.

Hướng dẫn. Chỉ ra đồ thị hàm số luôn có điểm cực đại, cực tiểu và 𝑦′ = 0 ⇔

[︃
𝑥 = 𝑚− 1

𝑥 = 𝑚 + 1

Điểm 𝐴(𝑚− 1; 2− 2𝑚);𝐵(1 +𝑚,−2− 2𝑚) lần lượt là điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm

số theo giả thiết ta có 𝑂𝐵 = 3𝑂𝐴. Từ đó tìm được 𝑚...

Đáp số. 𝑚 = 2,𝑚 = −1
2
.

Bài 1.73. Cho hàm số 𝑦 = 2𝑥3 − 3𝑥2 + 5 (1). Gọi 𝐴,𝐵 là các điểm cực trị của đồ thị

hàm số (1). Tìm tọa độ điểm 𝑀 thuộc đường thẳng 𝑑 : 𝑥 + 3𝑦 + 7 = 0 sao cho 𝑇 =
−−→
𝑀𝑂.

−−→
𝑀𝐴 +

−−→
𝑀𝐴.

−−→
𝑀𝐵 +

−−→
𝑀𝐵.

−−→
𝑀𝑂 đạt giá trị nhỏ nhất (𝑂 là gốc tọa độ).

Hướng dẫn. Vai trò 𝐴,𝐵 như nhau nên giả sử 𝐴(0, 5) và 𝐵(1, 4). Gọi 𝐺 là điểm thỏa mãn

−→
𝐺𝑂 +

−→
𝐺𝐴 +

−−→
𝐺𝐵 = 0⃗,

suy ra 𝐺(1
3
, 3). Và ta có

𝑇 = (
−−→
𝑀𝐺 +

−→
𝐺𝑂)(

−−→
𝑀𝐺 +

−→
𝐺𝐴) + ... = 3𝑀𝐺2 +

−→
𝐺𝑂.

−→
𝐺𝐴 +

−→
𝐺𝐴.

−−→
𝐺𝐵 +

−−→
𝐺𝐵.

−→
𝐺𝑂

Vì
−→
𝐺𝑂.

−→
𝐺𝐴 +

−→
𝐺𝐴.

−−→
𝐺𝐵 +

−−→
𝐺𝐵.

−→
𝐺𝑂 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 nên 𝑇 nhỏ nhất ⇔ 𝑀𝐺 nhỏ nhất hay 𝑀 là hình

chiếu của 𝐺 lên đường thẳng 𝑑.
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Đáp số. 𝑀(−13
10
,−19

10
).

Bài 1.74. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑚𝑥2 + 2𝑚+𝑚4. Với những giá trị nào của 𝑚 thì hàm số có

ba điểm cực trị, đồng thời ba điểm cực trị đó lập thành một tam giác có diện tích bằng 4
√

2.

Hướng dẫn. Hàm số có ba điểm cực trị ⇔ 𝑚 > 0.

Ba điểm cực trị là 𝐴(0, 2𝑚 + 𝑚4), 𝐵(
√
𝑚,𝑚4 −𝑚2 + 2𝑚), 𝐶(−

√
𝑚,𝑚4 −𝑚2 + 2𝑚)...

Đáp số. 𝑚 = 2.

Bài 1.75. Cho hàm số 𝑦 = 1
4
𝑥4 − (𝑚 + 1)𝑥2 + 2𝑚 + 1 (𝐶𝑚) và 𝐼(0,−5

2
). Tìm 𝑚 để (𝐶𝑚) có

điểm cực đại là 𝐴, hai điểm cực tiểu là 𝐵,𝐶 sao cho tứ giác 𝐴𝐵𝐼𝐶 là hình thoi.

Hướng dẫn. Hàm số có một cực đại và hai cực tiểu ⇔ 𝑚 > −1.

Khi đó ba điểm cực trị là

𝐴(0, 2𝑚 + 1) và 𝐵(−
√︀

2(𝑚 + 1),−𝑚2), 𝐶(
√︀

2(𝑚 + 1),−𝑚2)

Nhận xét rằng 𝐴𝐼 vuông góc với 𝐵𝐶 tại 𝐻(0,−𝑚2) và 𝐻 là trung điểm của 𝐵𝐶. Do đó tứ

giác 𝐴𝐵𝐼𝐶 là hình thoi khi và chỉ khi 𝐻 là trung điểm của 𝐴𝐼.

Đáp số. 𝑚 = 1
2
.

Bài 1.76. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2(1−𝑚2)𝑥2 +𝑚+ 1 có đồ thị (𝐶𝑚). Tìm 𝑚 để đồ thị (𝐶𝑚)

có 3 điểm cực trị, đồng thời 3 điểm cực trị tạo thành một tam giác có diện tích bằng 1.

Hướng dẫn. Đồ thị (𝐶𝑚) có 3 cực trị khi và chỉ khi −1 < 𝑚 < 1. Tìm được ba điểm cực trị

là...

Đáp số. 𝑚 = 0.

Bài 1.77. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑚𝑥2 + 2𝑚+𝑚4, với 𝑚 là tham số thực. Tìm các giá trị của

𝑚 để hàm số có cực đại, cực tiểu mà các điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị tạo thành tam giác

có diện tích bằng 1.

Hướng dẫn. 𝑦′ = 0 ⇔ 𝑥 = 0∨ 𝑥2 = 𝑚. Hàm số có cực đại, cực tiểu khi và chỉ khi 𝑚 > 0. Tam

giác 𝐴𝐵𝐶 cân tại điểm 𝐴 nên gọi 𝐻 là trung điểm 𝐵𝐶...

Đáp số. 𝑚 = 1.

Bài 1.78. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 + (3𝑚 + 1)𝑥2 − 3 (với 𝑚 là tham số). Tìm tất cả các giá trị

của 𝑚 để đồ thị hàm số có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác cân sao cho độ dài cạnh

đáy bằng 2
3
lần độ dài cạnh bên.

Hướng dẫn. Hàm số có ba cực trị ⇔ 𝑚 < −1
3
. Tìm được tọa độ ba điểm cực trị từ đó tìm

được...
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Đáp số. 𝑚 = −5/3.

Bài 1.79. Cho hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑚𝑥2 + 𝑚 + 1 (1). Tìm các giá trị của tham số 𝑚 để đồ

thị hàm số (1) có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác sao cho trục 𝑂𝑥 chia tam giác đó

thành hai phần có diện tích bằng nhau.

Hướng dẫn. Hàm số có ba cực trị ⇔ 𝑚 > 0. Khi đó ba điểm cực trị là

𝐴(0,𝑚 + 1), 𝐵(−
√
𝑚,−𝑚2 + 𝑚 + 1), 𝐶(

√
𝑚,−𝑚2 + 𝑚 + 1)

Gọi 𝐻(0;−𝑚2 + 𝑚 + 1) là trung điểm của 𝐵𝐶, trục 𝑂𝑥 cắt 𝐴𝐵,𝐴𝐶 tại 𝑀 và 𝑁. Ta phải có

𝑆Δ𝐴𝑀𝑁

𝑆Δ𝐴𝐵𝐶

=
1

2
⇒ 𝐴𝑂

𝐴𝐻
=

1√
2
⇒ ...

Đáp số. 𝑚 =
√
2+
√

2+4
√
2

2
.

Bài 1.80. Tìm các giá trị của tham số 𝑚 để hàm số 𝑦 = 𝑥4 − 2(𝑚2 + 1)𝑥2 + 1 có 3 điểm cực

trị thỏa mãn giá trị cực tiểu đạt giá trị lớn nhất.

Hướng dẫn. 𝑦′ = 0 ⇔

[︃
𝑥 = 0

𝑥 = ±
√
𝑚2 + 1

nên hàm số luôn có ba điểm cực trị. Và ta có

𝑥CT = ±
√
𝑚2 + 1 ⇒ 𝑦CT = −(𝑚2 + 1)2 + 1 ≤ 0 ∀𝑚

Đáp số. 𝑚 = 0.

1.3 Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số

1.3.1 Kiến thức

∙ Để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên tập bất kì ta lập bảng biến

thiên và căn cứ vào đó để kết luận.

∙ Để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) trên một đoạn [𝑎; 𝑏] ta

có thêm qui tắc:

+ Chỉ ra 𝑓(𝑥) liên tục trên đoạn [𝑎; 𝑏]

+ Tìm tất cả các điểm 𝑥1, 𝑥2, ...𝑥𝑛 thuộc [𝑎; 𝑏] mà tại đó đạo hàm bằng không hoặc

không xác định

+ Tính 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), ...𝑓(𝑥𝑛)

+ So sánh các số 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), ...𝑓(𝑥𝑛) vừa tìm được để kết luận.
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